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MATEMATICA E SUAS
TECNOLOGIAS

A MATEMATICA: UMA CONSTRUGAO
DA HUMANIDADE

A matematica e o dia a dia

As condicdes de vida da humanidade se modifica-
ram ao longo do tempo, com o desenvolvimento da agri-
cultura, do comércio, da industria, do conhecimento e
da tecnologia, através das consequéncias do avanco em
todas essas areas. Apesar de o homem néo ter registra-
do o que fazia e pensava no inicio de sua histdria, ele
precisava resolver problemas de seu dia a dia, ligados a
sua subsisténcia. Ao buscar solu¢des para eles, o conhe-
cimento matemadtico comecou a ser construido.

|  CONJUNTOS NUMERICOS
Os numeros na sociedade atual

Os numeros governam o mundo, ja diziam os
matematicos da Grécia Antiga. Pode-se dizer que, nos
tempos atuais, essa frase é ainda mais verdadeira,
dado o amplo uso da Matemdtica em atividades pro-
fissionais e cientificas, nos meios de comunicacio e
em situacdes do dia a dia.

S6 mesmo na imaginacéo e na fantasia seria possivel
conceber um mundo sem numeros, uma vez que eles
sdo empregados para contar, medir, expressar datas,
idades e enderecos; estdo presentes em documentos, no
valor das coisas que sdo consumidas, em informacées
de embalagens, nos canais de TV, nas faixas de radio,
nas medidas de roupas... H4 varios significados para os
numeros. Na escola, eles sdo estudados em situacdes de
contagem, medicao, calculo, localizacio e codificacéo.

Toda essa importancia justifica a atengdo que os
matematicos sempre deram ao estudo dos numeros,
desde as primeiras contagens, hd mais de 10 mil anos,
mas, se antes bastava conhecer os niumeros como 1,
2, 3, 100, 200 etc. para contar quantidades de objetos,
hoje o desenvolvimento cientifico—com computadores
e satélites de ultima geracdo — exige o uso de nameros
que expressam, por exemplo, a ideia de quantidades
negativas e fraciondrias. Por causa de sua variedade,
os numeros foram organizados em conjuntos numéri-
cos com base em suas caracteristicas e propriedades.

Os numeros naturais na sociedade e na escola

Os primeiros nameros que vocé aprendeu estavam
associados a situaces de contagem. Sdo os numeros
utilizados naturalmente para contar a quantidade de
objetos de uma cole¢do ou de um grupo de pessoas: 1,
2,3,4,5, ... A esse conjunto numérico, os matematicos
acrescentaram o 0 (zero) e 0 denominaram conjunto dos
nameros naturais, identificado por IN, cuja representa-
¢do pode ser feita pela enumeracdo de seus elementos
-IN={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, ...} - ouna reta numeérica:

E usual representar um conjunto numérico
empregando marcadores de abertura e de fechamen-
to conhecidos como chaves { }.

Por exemplo, para expressar os numeros naturais
maiores que 10 e menores que 15, nomeia-se o con-
junto usando um simbolo, como a letra “A” (maiuscu-
1a), e colocam-se seus elementos entre chaves:

A={11,12, 13, 14}

Se o conjunto for infinito, é impossivel expressar
todos os seus elementos. Nesse caso, usa-se o cédigo
“..” (reticéncias), para indicar que o conjunto ndo aca-
ba ali e que existem outros elementos. Considere, por
exemplo, o conjunto I dos numeros impares:

1=-4{1,3,5,7,..}

Emprega-se, portanto, a linguagem matemati-
ca para expressar conjuntos numéricos. Veja alguns
exemplos.

Conjunto dos numeros pares maiores que 10 e
menores que 20:

A ={12,14, 16, 18}

Conjunto dos numeros da tabuada do 3, maiores
que 10 e menores que 20:

C={12,15, 18}

Observacdo: diz-se que os numeros 12, 15 e 18 sdo
multiplos de 3.

Conjunto dos divisores de 12:

D(12)=1{1,2,3,4,6,12}

Atencdo! Um numero € divisor de outro se a divi-
sdo é exata, ou seja, se ndo tem resto. Nessa situacao,
diz-se que o resto é igual a zero. Por exemplo:

12 !

resto — 0 3

dividendo — — divisor

< quociente

Caracteristicas do Conjunto IN

O conjunto dos numeros naturais tem muitas
caracteristicas. Leia as proposicGes a seguir, inter-
prete-as e, se possivel, exemplifique o que entendeu,
criando outros exemplos além daqueles ja fornecidos
nas explicacoes.

® Todo numero natural tem um sucessor; a conse-
quéncia disso é a de que o conjunto dos numeros
naturais é infinito.

Se n é um numero natural, entdo n + 1 também
é natural. Exemplo: 47 é natural; seu sucessor, 48,
também o é. Ndo existe um numero natural que seja
0 maior de todos. Mesmo que se escolha um nume-
ro natural muito grande, é sempre possivel somar 1 a
esse numero e encontrar outro ainda maior.

® H4 apenas um unico numero natural que néo tem
antecessor: 0 (zero);

® Entre dois numeros naturais consecutivos néo
existe outro numero natural. Exemplo: entre 47 e
48 ndo existe outro numero natural;
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® Adicionando ou multiplicando dois nimeros natu-
rais quaisquer, obtém-se outro numero natural.
Em linguagem simbdlica, diz-se que: “Se n e m sdo
numeros naturais, entdon + m e n - m também sdo
numeros naturais”.

Exemplo: 13 e 47 sdo numeros naturais; 13 + 47 e
13 - 47 também sdo numeros naturais.

Embora essas proposi¢des parecam Obvias, elas
sdo fundamentais para compreender outros conjun-
tos numéricos e servem para caracterizar o conjun-
to dos numeros naturais; sdo as propriedades desse
conjunto.

Algumas dessas propriedades, contudo, também
valem para outros conjuntos numéricos.

De acordo com a proposicdo 1, se o numero a é um
numero natural, entdo a + 1 também é um numero
natural. Em linguagem simbdlica, expressa-se:

Se a € IN, entdo (a + 1) € IN.
Isso significa que, partindo do zero e somando uni-

dades uma a uma, é possivel “percorrer” todo o con-
junto IN.

Dica

a € IN - Ié-se “a pertence a IN” ou “a pertence ao
conjunto dos nimeros naturais”.

Subconjuntos de IN

Como vocé viu anteriormente, o conjunto dos
numeros naturais é infinito e podem-se formar, com
seus elementos, diversos subconjuntos de acordo com
determinadas caracteristicas.

Um conjunto A é um subconjunto de um conjunto
B se todos os elementos de A também forem elemen-
tos de B.

Um exemplo simples é o conjunto das letras do
alfabeto latino, que é formado por vogais e consoan-
tes. L é o conjunto das letras, V, o das vogais e C, o das
consoantes:

L L
Letras do alfabeto / Letras do alfabeto /

Vogais

v

VclL CclL

Em linguagem matemadtica, usa-se o simbolo c
para dizer que um conjunto estd contido em outro:

V c L - 1é-se “V estd contido em L”, o que significa
que toda vogal é uma letra ou ainda que o conjunto
das vogais € um subconjunto do conjunto das letras.

C c L - 1é-se “C estd contido em L”, o que significa
que toda consoante é uma letra ou ainda que o con-
junto das consoantes é um subconjunto do conjunto
das letras. Observe, porém, que nenhuma vogal é uma
consoante e vice-versa.

Diz-se que o conjunto das vogais e o das consoan-
tes ndo apresentam elemento comum, ou seja, 0 con-
junto interseccdo das vogais e das consoantes € vazio.

Simbolicamente, expressa-se assim: V.n C = @.

Lé-se: a intersecc¢do do conjunto das vogais com
0 conjunto das consoantes ndo tem elementos; é um
conjunto vazio.

@ - simbolo utilizado pelos matemadticos para
expressar o conjunto vazio, ou seja, um conjunto que
ndo tem elementos.

Entre os subconjuntos dos numeros naturais, ha o
conjunto dos numeros pares e 0 conjunto dos nume-
ros impares.

SeP={0,2,4,6,8,..}el={1,3,5,7,9, ...}, diz-se que
PcINequelcIN.

Observe ainda que ndo pode existir um numero
que seja a0 mesmo tempo par e impar, ou seja, se um
numero é natural, ou ele é um numero par ou é um
numero impar.

Pode-se dizer que P nI=0 (ndo existe elemento na inter-
seccdo entre os conjuntos dos numeros pares e impares).

Numeros Inteiros Relativos: representagao e
propriedades

Os numeros inteiros, que serdo chamados simples-
mente de “inteiros”, sdo os elementos do conjunto:

{0 =5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5, ...

Usam-se esses numeros em contextos e problemas
sobre saldos (positivos ou negativos), operacdes de
débito e crédito, no célculo de dividas ou para indicar
uma posicdo em relacdo ao zero, como nos casos de
temperaturas e altitudes.

De acordo com o esquema, todo nimero natural também é um
numero inteiro, ou seja, o conjunto dos nimeros naturais esta
contido no conjunto dos nimeros inteiros (N c Z); ou ainda: o
conjunto dos nimeros inteiros contém o conjunto dos nimeros
naturais

Caracteristicas do Conjunto Z

Uma das caracteristicas que distingue o conjunto Z
(dos inteiros) do conjunto IN (dos numeros naturais) é
a diferenga entre dois nimeros inteiros quaisquer ser
sempre um numero inteiro, o que ndo acontece com
0s numeros naturais. Veja os seguintes exemplos.

Os numeros 5 e 2 sdo numeros naturais, isto é, 5 €
IN e 2 €IN; 5-2 =3, que também é um numero natu-
ral. Mas néo existe numero natural que seja o resulta-
do da subtracdo 2 - 5.

Por outro lado, 5 e 2 sdo numeros inteiros, isto &,
5€eZe2eZeasdiferencas5-2=3e2-5=-3sdo0
numeros inteiros também.

Veja a seguir mais propriedades do conjunto dos
numeros inteiros (2).

® Todo numero inteiro tem um sucessor e um ante-
cessor; consequentemente, diz-se que o conjun-
to dos numeros inteiros é infinito a direita e a



esquerda. Isso significa que, ao se escolher um
numero inteiro qualquer, é sempre possivel somar
ou subtrair 1 a esse niumero e o resultado sera tam-
bém um numero inteiro;

@ Entre dois niumeros inteiros consecutivos nio exis-
te outro numero inteiro;

® Adicionando ou subtraindo dois ndmeros inteiros
quaisquer, obtém-se um numero inteiro;

® Multiplicando dois numeros inteiros quaisquer
obtém-se um numero inteiro.

Atencao: essa propriedade néo vale para a divisao.
(-5)+2e4+(-3)ndo tém significado em Z.
Potenciagdao em Z

A potenciagdo no conjunto dos numeros inteiros é
uma operacdo que envolve a multiplicacdo de fatores
iguais. Por exemplo: 2-2-2 -2 -2 = 32, que também
pode ser escrito como 25 = 32, em que o0 expoente 5 é
um numero inteiro positivo que indica a quantidade
de vezes que a base 2 serd multiplicada por ela mesma
para obter a poténcia 32.

Veja outros exemplos:

43=4-4-4=64

10’=10-10-10-10-10-10-10 = 10.000.000

Relembre algumas regras de potenciacdo: Em uma
potenciacdo, se a base é positiva e seu expoente for
inteiro positivo, seu resultado serd positivo.

Por exemplo:

32=3-3=9

3¥=3.3-3=27

Se a base da poténcia é negativa e o seu expoente
inteiro positivo for par, entdo seu resultado serd posi-
tivo; se o expoente inteiro positivo for impar, entdo
seu resultado serd negativo. Por exemplo:

=2)=-2)--2)--2)-(-2)=16

=32=-3)--3)=9
2P=2)-2)(-2)-(-2)(-2)=-32
=3P=3)3)(=3)=-27

Radiciacdo em Z

A existéncia da radiciacdo em Z depende da poten-
ciacdo, isto é, pode-se escrever que:

& =2, porque 22 =4 V8 =2, porque 2°=8

Y9 =3, porque 3?=9 Y27 = 3, porque 3° =27

V16 =4, porque 42 = 16 g =-2 porque (-2)° = -8

E assim por diante.

Observe que, por ndo existir potenciacdo de
expoente par que resulte em numero negativo, tam-
bém ndo existe radiciacdo de numero negativo quan-
do o indice € par.

Elemento oposto

Outra caracteristica que diferencia o conjunto IN
do conjunto Z é a de que todo elemento do conjunto
dos inteiros tem um elemento oposto, isto é, para cada
a € Z existe um elemento -a € Z.

O elemento oposto também é chamado de simétri-
co do niumero. E a soma de um nimero com seu simé-
trico resulta sempre em zero, ou seja, a + (-a) = 0.

+
o
+

O oposto de 3 é - 3; 0 oposto de —3 é 3.
Observe na reta numérica que a distancia de -3 ao
zero (origem) e de 3 ao zero é a mesma: 3 unidades.

Operagdes em Z

Os nameros inteiros sdo amplamente utilizados no
dia a dia e nas varias ciéncias para representar saldos
bancérios, temperaturas, altitudes e outras quantida-
des. E, tal como no conjunto dos nimeros naturais, é
possivel fazer cédlculos com inteiros: adic¢des, subtra-
¢des, multiplicacdes e divisdes.

Podem-se somar ou subtrair dois nimeros inteiros
imaginando-os sobre uma reta numérica ou imagi-
nando o saldo de uma conta bancaria.

No contexto de saldo bancdrio, o sinal associado
ao numero indica o estado da conta: se o sinal agre-
gado ao numero é “+”, significa que a conta tem saldo
positivo e, se o sinal é “-”, significa que a conta tem
saldo negativo; os sinais apds os parénteses indicam
se 0 saldo aumentou (+) ou diminuiu (-).

Considere as operacdes a seguir, seus significados e
como se pode obter o resultado.

SIGNIFICADO COMO
OPERAGAO BANCARIA

Tinha 3 e depositei
mais 5; fiquei com saldo
positivo de 8. Tenho 8.

RESULTADO OU
SALDO

OPERAGAO

(+3) + (+5) (+3) +(+5) =+8

Tinha 3 e gastei 5; fiquei
com saldo negativo de 2.
Devo 2.

(+3)+ (-5 (+3) +(-5)=-2

Devia 3 e depositei 5;
fiquei com saldo positivo
de 2. Tenho 2.

(-3) + (+5)

Devia 3 e gastei mais 5;
fiquei com saldo ainda
mais negativo. Agora
estou devendo 8.

(3)+65) (3)+(5)=-8

Soma algébrica

Imagine um o6nibus que partiu do ponto com 15
passageiros e fez um trajeto passando por 5 paradas.
Na primeira, desceram 5 passageiros e subiram 4; na
segunda, subiram 3 passageiros; na terceira, desce-
ram 5 passageiros; na quarta, subiram 4 passageiros
e desceram outros 4 passageiros; na quinta e ultima
parada, desceram 7 passageiros. Quantos passageiros
permaneceram no 6nibus apds a dltima parada?

Esse sobe e desce pode ser representado por meio
de uma expressdo numérica do tipo 15-5+4+3-5
+4 -4 -7, que se chama soma algébrica. Ndo € dificil
concluir que 5 passageiros permaneceram no 6nibus.

Ha vdrias estratégias para se chegar a esse resul-
tado. A primeira é partir do numero inicial e calcular
cada subida e descida ao fim de cada parada.

Outra estratégia é operar diretamente sobre a
expressao:
15-5+4+3-5+4-4-7
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Somar todos os numeros que tém sinal positivo e,
em seguida, somar todos os que tém sinal negativo;
por fim, subtrair as duas operacdes.

Expressao original: 15-5+4+3-5+4-4-7

Rearranjando as

. . 15+4+3+4-5-5-4-7
parcelas, obtém-se:

Agrupamento: (15+4+3+4)-(5+5+4+7)

Célculo final: 26-21=5

Regra dos sinais

Levou cerca de mil anos para que 0os matematicos
aceitassem a existéncia dos numeros negativos e for-
mulassem algumas regras de calculo para eles.

Uma delas tem como objetivo ajudar a definir o
sinal que aparecerd no resultado da operacéo.

Considere dois numeros inteiros, a e b.

A adicdo a + (-b) é equivalente a subtragdo a —b.

Na multiplicacdo (e na divisdo) de numeros intei-
ros, utiliza-se a seguinte regra:

Positivo - positivo = positivo

Positivo - negativo = negativo

Negativo - positivo = negativo

Negativo - negativo = positivo

Veja alguns exemplos resolvidos.

MULTIPLICAGAO DIVISAO

(+2)- (+2) = +4 (+6) = (+3) = #2

+2)-(-2)=-4 (+4) = (-2)=-2
(-2)-(+2)=-4 (-15) = (-5) = +3
(-2)-(-2)=+4 (-4)+(-2)=+2
(#5) - (+2) = (+2) - (+5) =+10 | (-15) + (+3) =-5
(+2) - (-5)=(-5)- (+2)=-10 | (+15) + (-5 =-3
(5) (D=(2) (5)=+10 | (5)+(+5)=-1

(-2) +(+5) - =(+5) - (-2) =-10 | (-5) = (+5) =-1

Solucdo de equacgdes em IN e em Z:

Aresolucgdo de determinada equacdo comox+2=4
pode ter ou nédo solucdo, dependendo do conjunto com
o qual se esta trabalhando.

Essa equacdo tem solucdo em IN, pois (2) +2=4,e 2
é um numero natural, e ainda tem solugdo em Z, pois
2 também é um numero inteiro. Afinal, Z inclui todos
os elementos de IN.

No entanto, ndo ocorre 0 mesmo com a equacao
x+2=1.

0+2=2
1+2=3
MNumeros naturais 2+2=4
3+42=5

m

assim por diante

Essa equacdo tem solucdo em Z: x = -1, que é um
numero inteiro, mas néo é um numero natural, pois
ndo existe X € IN que, somado com 2, dé 1.

NUMEROS RACIONAIS, IRRACIONAIS E
REAIS

| NUMEROS RACIONAIS
Representagao e caracteristicas

Com a invenc¢do dos numeros e o desenvolvimen-
to de vdrios sistemas de contagem e de numeracao,
surgiram problemas envolvendo medidas que ndo
podiam ser resolvidos com os numeros inteiros positi-
vos, 0s unicos conhecidos ha milhares de anos.

Por exemplo: como medir barras usando uma uni-
dade de medida determinada, como o comprimento
de um palmo? Se o comprimento da barra for exata-
mente 2 palmos (barra AB), ndo ha problema, mas e
se o comprimento da barra estiver entre 2 e 3 palmos
(barra CD)? Como expressar essa medida?

WU QY=

Pela visualizacdo da imagem anterior, é possivel
afirmar que a barra mede mais que 2 palmos e menos
que 3 palmos, mas quanto, exatamente? Problemas
desse tipo levaram a invengdo das fracdes e depois a
ideia de numero racional, que gerou o conjunto dos
numeros racionais, representado pelo simbolo Q.

Um numero racional é um numero que pode ser
expresso como razdo entre dois numeros inteiros, por
exemplo, a/b, em que a e b sdo inteiros e b = 0.

A M
— —

Com base nessa definicdo, pode-se concluir que o
conjunto dos racionais inclui todos os numeros intei-
ros, ja que podem ser expressos pela razao entre dois
numeros inteiros. A razdo mais simples é a de deno-
minador 1, e ha também representacdes equivalentes:

3=3-5-2-. 7=2-1_ 1000 = 2000 _ 5000 _

1 1 2 1 5

Uma importante propriedade do conjunto dos
racionais é a de que todo ntimero racional diferente
de zero tem um inverso. Dois nimeros racionais sao
inversos quando o produto entre eles é igual a 1.



Veja o exemplo:

O inverso t:lez e i

3 2
2.3_2:3_6_,

3 2 3-2 B

Como a multiplicacdo é comutativa, ou seja, a
ordem dos fatores ndo altera o produto, pode-se con-
cluir que o inverso de 3/2 é, 2/3.

Em linguagem matematica: se a/b € um numero
racional, seu inverso € b/a, porque - 2 = 1; para
que isso seja possivel, a e b devem ser diferentes de
zero. Essa propriedade serd muito util na resolucdo

de equacdes.
Representagao dos nimeros racionais

Os numeros racionais podem ser representados na
forma fracionaria ou decimal ou ainda como pontos
da reta numérica.

Veja o caso do “meio”:

FORMA
FRACIONARIA

FORMA
DECIMAL

PONTO SOBRE
RETA

Em muitas calculadoras, a separagdo entre a parte
inteira e a decimal é representada pela virgula, como
ocorre no Brasil. Em outras, essa separagéo é feita pelo
ponto decimal, forma adotada em paises de lingua ingle-
sa. Exemplo: 0,5 (Brasil) e 0.5 (paises de lingua inglesa).

Calculadoras e computadores estdo programados
para passar um numero racional da forma fracioné-
ria para a forma decimal, mas nem sempre € possivel
mostrar todas as casas decimais, uma vez que a tela
do visor é limitada. Sempre se pode passar um nume-
ro da forma fraciondria para a forma decimal. Para
isso, basta efetuar a divisdo correspondente:

5

5 _5:4-125 7
4

2
—=7+10=07
10

—=2+10=0,2
10

26

2 _26:65=04 16
65

-==-3+2=-15 —=16+40=04
40

Nos casos anteriores, a representacdo decimal dos
racionais tem um numero finito de casas depois da
virgula. Esses numeros sdo conhecidos como decimais
finitos, porém, ha racionais cuja representacéo decimal

tem infinitas casas depois da virgula. Um exemplo é T

Quando ha repeticéo periddica de um digito ou de
uma sequéncia de digitos, o numero é chamado de
dizima periddica.

Representagao dos nimeros racionais na reta

E possivel localizar racionais na reta numeérica,
tendo como referéncia nimeros inteiros.

A reta numérica ajuda a comparar e a ordenar
numeros racionais. Nao hé dificuldades para compa-
rar dois nimeros naturais ou mesmo dois numeros
inteiros. Em IN, a comparac¢do de numeros € simples:

0<1<2<3<..<99<100<101<..<999<1.000
<1.001<...

Mas em Z as aparéncias podem enganar.

Veja os exemplos:

-34<4334>-4337<73-37>-73

Por sua vez, para comparar numeros em (), é pre-
ciso mais do que percepcdo numérica. Nem sempre se
consegue decidir, s6 de olhar, qual entre dois nume-
ros racionais é o maior. Para fazer essa comparacao,
porém, pode-se usar uma técnica. Considere, por
exemplo, dois nameros racionais:

C
E'd.

o

Como sdo numeros com denominadores diferen-
tes, podem-se escrever fraces equivalentes a cada
racional, com o mesmo denominador.

a_ad c_bc
b bd'd bd
Portanto,
E::E
b d

Se, e somente se, ad > bc.
Isso é vdlido para quaisquer a, b, ¢ e d naturais
diferentes de zero. Assim:

::-;,pc:isél-ﬁl::-?'-S
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Observe que até aqui todos os conjuntos numé-
ricos estudados sdo conjuntos ordenados. Isso quer
dizer que, dados dois elementos quaisquer; é possivel
coloca-los em uma relacdo de ordem, decidindo se sdo
iguais, maiores ou menores um em relacdo ao outro.

|  NUMEROS IRRACIONAIS

Existem numeros cuja representacdo é decimal,
infinita e néo periddica. O primeiro desses numeros
foi descoberto pelos matemaéticos gregos ha mais de
2.500 anos. No século VI a.C., os matematicos sé conhe-
ciam e admitiam numeros inteiros — positivos, pois
ainda ndo conheciam os negativos - e as fracdes que
eram tratadas como razodes entre inteiros.

No entanto, eles se depararam com um problema:
ndo sabiam qual nimero poderia expressar a medida
da diagonal de um quadrado de lado 1. Isso pode ser
resolvido com uma das mais poderosas ferramentas
matematicas da época: o teorema de Pitadgoras.

Pitdgoras provou que, se um tridngulo é retangulo
(isto é, tem um angulo reto), a soma dos quadrados
das medidas dos lados menores é igual ao quadrado
da medida do lado maior.

25 3

a2+ b2=c? 4

Aplicando o teorema de Pitadgoras para calcular a
medida da diagonal do quadrado de lado 1, tem-se:

d*=1"+1°
d d?=1+1
1
d?=2
d=V2

A diagonal do quadrado de lado 1 mede V2 , um
nimero que ndo pode ser expresso como a razdo
entre dois numeros inteiros e, portanto, ndo é um
numero racional.

Esse fato gerou uma crise entre os sabios gregos, pois,
apesar de a diagonal estar 14 e poder ser medida, ndo
havia uma unidade de medida que coubesse um nume-
ro exato de vezes no lado do quadrado e na diagonal.

Hoje, sabe-se que V2 é um exemplo de nimero
cuja representacdo decimal é infinita e ndo periodi-
ca. Como esse numero ndo pode ser representado por
uma razdo de numeros inteiros e ndo é um numero
racional, diz-se que ele é irracional. V2 é um ndmero
irracional e pertence ao conjunto dos numeros irra-
cionais, representado simbolicamente por:

Dos pitagdricos até os dias atuais, muitas questdes
sobre numeros irracionais foram levantadas. Hoje
sabe-se que:

® Um numero irracional tem uma expanséo decimal
infinita e ndo periddica, o que torna impossivel
representd-lo por escrito. SO é possivel fazer apro-
ximacdes racionais, como no caso de V2, que pode
ser tomado como aproximadamente 1,414;

1,4142135

MC MR ME M+ M-

+

® Existem infinitos nimeros irracionais;

® E possivel fazer uma correspondéncia entre os
pontos de uma reta e os numeros irracionais;

® Araiz quadrada de qualquer nimero primo é um
numero irracional. Sdo irracionais, por exemplo,
os numeros: V(2), V3 ,V(5), V7, V(11), V13.

REUNIAO DOS NUMEROS RACIONAIS COM 0S
IRRACIONAIS

Numeros reais
Reunindo todos os numeros racionais e irracio-

nais, obtém-se o conjunto dos numeros reais, indicado
por R.

QuUl=R

Uma caracteristica muito importante dos nameros
reais é a de que todos eles podem ter um correspon-
dente na reta numeérica e vice-versa.

Observe:

1 vz 2 2425 3

O conjunto R possui subconjuntos e é possivel esta-
belecer uma relacdo de inclusdo entre alguns deles.
Veja:

E=0ul



LINGUAGEM 2
A LE-SE:
MATEMATICA
O conjunto dos ndmeros naturais estd contido no
conjunto dos ndmeros inteiros, que esta contido no
NcZcQcR g . Lo < .
conjunto dos niimeros racionais, que esta contido
no conjunto dos nimeros reais.
IeR 0 conjunto dos nimeros irracionais esta contido no
conjunto dos nimeros reais.
A intersecgdo do conjunto dos nimeros racionais
Qnli=¢ com os irracionais é vazia, ou seja, ndo existe nime-

ro que seja a0 mesmo tempo racional e irracional.

Caracteristicas dos nimeros reais

Daqui em diante, R serd considerado o conjunto
referéncia nos estudos desta disciplina, salvo mencdo
contraria. Conheca algumas das principais caracteris-
ticas do conjunto dos numeros reais.

® Dados dois numeros reais quaisquer, o resultado
da adigdo, da subtracdo e da multiplicacdo desses
numeros é um numero real. Além disso, € sempre
possivel dividir um ntimero real por outro numero
real diferente de 0 (zero).

Por exemplo: sejam dois numeros reais, V(7)) e-
3/5. Entdo, também sdo reais os numeros:

7 (-3) |
R - R By

® Dados dois numeros reais a e b quaisquer, com a <
b, é sempre possivel achar um nimero real X entre
aeb,ousejara<x<h.

Por exemplo:

Entre 4 e 5 existem infinitos nimeros reais, como o
numero 4,5: 4 <4,5 < 5.

Entre — 1 e 0 existem infinitos niumeros, entre eles
os numeros - 0,5 e - .

Entre 1 3 e 1 2 também existem infinitos niimeros
reais, como o numero racional .

3

1 1
—_— & —
3 12 2
Entre V2, e V3, existem infinitos nimeros reais,
como o0 numero % =1,5.

V2<1,5<V3 = observequeV2 =1,41ev3 =1,7°

Em R, valem as propriedades comutativa e associati-
va para a adi¢do e a multiplicacdo, além da propriedade
distributiva da multiplicacdo em relacdo a adi¢do. O nu-
mero 0 (zero) é o elemento neutro da adicdo, enquanto o
1 é 0 elemento neutro da multiplicacao.

® Com excec¢do do 0 (zero), todo numero real tem
um inverso. O inverso de um numero a # 0 é outro
numero que, multiplicado por a, resulta em 1.

Por exemplo, o inverso de 3 é % porque 3.1/3=1.

Por outro lado, o inverso de % é 0 numero 5, pois

1
—.5=1.
O inverso de um numero racional a/b, com a, b =0,
é oracional ¥, pois + - ¥ =1.

O DESENVOLVIMENTO DA
MATEMATICA E 0OS OUTROS CAMPOS
DO CONHECIMENTO

Todos sabem que, se vocé deseja ser um fisico ou
engenheiro, deveria ser bom em Matemdtica. Mais
e mais pessoas estdo descobrindo que, se desejam
trabalhar em certas dreas da Economia ou Biolo-
gia, deveriam rever sua Matemdtica. A Matemdtica
penetrou na Sociologia, Psicologia, Medicina e Lin-
guisticas. Sob o nome de cliometria, estd se infiltran-

do na Histdria, para sobressalto dos mais velhos.
DAVIS, P. J.; KERSH, R. A experiéncia matematica. Tradugéo de Jodo
Bosco Pitombeira. Rio de Janeiro: F. Alves, ¢ 1989. 481p. (Coleg&o
Ciéncia): The Mathematical experience.

Vocé ja viu que o desenvolvimento da Matemadtica
se deve em grande parte a busca de solucdes para pro-
blemas que a humanidade tem enfrentado em seu dia
a dia. Apenas para dar alguns exemplos:

Que chance tenho em ter meu bilhete sorteado em
uma loteria de numeros?

Como fixar as ripas de meu portédo?

Quantas estampas diferentes posso obter nos
tecidos da tecelagem onde trabalho, se o fundo pode
ser ou azul ou amarelo e o desenho pode ser de boli-
nhas brancas ou de listras pretas ou, ainda, xadrez
vermelho?

Questdes semelhantes a essa fizeram o homem
pensar nos fendémenos probabilisticos, em questdes
geométricas, e nos problemas de contagem, respectiva-
mente. Além desses campos especificos da Matematica
aos quais eles se referem, outros mais foram desenvol-
vidos a partir de problemas que envolviam numeros,
medidas, algebra, ligados a realidade da humanidade.

Entretanto, os outros campos do conhecimento
também tém solicitado respostas da Matematica para
solucionar seus problemas especificos, contribuindo
indiretamente para seu desenvolvimento.

Para citar um exemplo que mostra a Matemadtica sen-
do utilizada em outro campo do conhecimento, vamos
focalizar nosso olhar na Trigonometria, ramo da Mate-
matica que, até por volta do século XVII, desenvolveu-se
em decorréncia de uma ligacdo estreita entre a teoria
e a prdtica. No inicio de sua criacdo, a Trigonometria
era um campo da Matematica no qual os &ngulos de um
tridngulo e as medidas de seus lados eram relacionados.

As razdes trigonométricas apareceram inicialmen-
te por necessidades da Astronomia, da Agrimensura e
da navegacdo. Posteriormente, por volta dos séculos
XVI e XVII, a Trigonometria esteve a servi¢o da Fisi-
ca para descrever e explicar fendmenos periddicos,
como por exemplo:

® O movimento periddico dos planetas, estudado por
Kepler;

® O movimento peridédico dos péndulos, estudado
por Galileu;
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® A propagacdo do som em forma de ondas, estuda-
da por Newton;

® A propagacdo da luz em forma de ondas, estudada
por Huyghens;

® Avibracdo de uma corda de violino, estudada por
Mersenne.

Dica

Tri gono metria
(trés)(angulo)(medida)

Cateto

909

Cateto

Tridngulo retdngulo é o tridngulo que tem um
angulo reto (de 90°).

Atualmente, as razdes trigonométricas em um
tridngulo retdngulo sdo apresentadas como na figura
a seguir.

< b >
seno = — = cos b
(&
h
cosoL =—=senfd
':'..

a
fo = — = cot
ga =+ gp

Onde a, b e c sdo as medidas dos catetos e da hipo-
tenusa desse tridngulo retdngulo; a e b seus angulos
agudos; e sen (seno), cos (co-seno) e tg (tangente) sao
razdes entre medidas dos lados desse tridngulo, como
estdo descritas acima.

Ja no final do século XVII, com o inicio do desen-
volvimento do conceito de Funcdo, o estudo da Trigo-
nometria se ampliou para um campo mais abstrato,
desligando-se assim das aplicacdes praticas.

As razdes trigonométricas ja eram utilizadas pelos
egipcios para resolver problemas de Arquitetura, por
ocasido das construcées das piramides. Para man-
ter constante a inclinacdo das paredes das pirdmides
durante a construcgao, eles mantinham constante o quo-
ciente do “afastamento horizontal” pelo “afastamento
vertical”, que eram medidos com unidades diferentes.

Na figura a seguir, os afastamentos horizontais
foram representados por h,, h, e h, e os verticais, por
v,v,ev,

Assim, quando eles constatavam que:

h1 _h2 _h3

viovo w3 = ... ¢ (constante)

Concluiam que a parede apresentava sempre a mes-
ma inclinacdo. Ora, o quociente entre essas medidas é
nada mais, nada menos, do que uma razdo trigonomé-
trica, conhecida hoje por cotangente do angulo de incli-
nacdo da parede com o chdo. Hoje em dia, mede-se a
inclinacdo de uma reta por uma razao entre segmentos
verticais e horizontais (tangente do dngulo de inclina-
¢do), razdo essa inversa da utilizada pelos egipcios para
resolverem problemas arquitetdnicos.

T Hoje usa-se: {gu:L
h

l o h

Egipcios usavam: Cotg o = -

Atualmente, os topégrafos dispdem de instrumen-
tos de medida de angulo que lhes permitem determi-
nar medidas por vezes inacessiveis.

Altura
do
morro

M y
| 160m

200m

Desejando saber qual a altura do morro que tinha

a sua frente, um topégrafo colocou-se com seu teodo-

lito a 200m do morro. Ele sabe que a altura do teodo-

lito é de 1,60m. Posiciona o aparelho que lhe fornece

a medida do dngulo de visada de parte do morro: 30°.

Consulta uma tabela de tangentes e verifica que tg 30°
=0,57. Assim, no tridngulo TPM temos:
h h

tg30°= _ N 0u0,57= 5
200 200

O que lhe permite calcular h: h = 200 - 0,57 = 114
O topdgrafo conclui que o morro tem 114 + 1,60 =
115,60m de altura.



UMA EXPERIENCIA QUE VOCE TAMBEM PODE
FAZER

Veja como é possivel encontrar a tangente de um
angulo agudo, experimentalmente. Como exemplo,
vamos determinar a tangente de um angulo de 35°
(indica-se tg 35°), utilizando:

Construimos, com a régua e o transferidor, um
angulo de 35°.

7
I"/C_{\:

—

Apoiamos o esquadro em um dos lados do angu-
lo em varios pontos desse lado (por exemplo, A, B, O);
tracamos perpendiculares a esse lado até encontrar o
outro lado em pontos correspondentes (A’, B’, C’).

Foram construidos, assim, varios tridngulos retan-
gulos: OAA’, OBPB’, OCC’, destacados a seguir

Como

tg 35° = medida do cateto oposio ao dngulo de 357

medida do cateto adjascente ao dngulo de 357

Em cada tridngulo medimos o cateto oposto ao
angulo de 35° (AA’, BB’, CC’) e o cateto adjacente a esse
angulo (OA, OB, OC) para encontrarmos o valor de tg
35¢:

tg 35° = ~22 = 0,67
1,h2
,_ 305
tg 35" = 202 = 0,75
s 356 _ oo
tg 35° = 322 = 0,73

Calculamos a média aritmética dos valores obtidos
para expressar o valor mais representativo de tg 35°,
do seguinte modo:

6T + 005 + 0,73
3

lg 35° = =071

Com um processo semelhante podemos determi-
nar experimentalmente o seno e o cosseno de angulos
agudos.

| AMATEMATICA E SUAS QUESTOES INTERNAS

Quantas vezes vocé ja deve ter feito a mesma per-
gunta que aparece na figura abaixo?

Para que serve
1580 que astou
aprendendo?

Muitas vezes aprendemos conceitos matematicos
que, a primeira vista, nada tém a ver com a realidade
em que vivemos.

Posteriormente, percebemos que eles serviram
para construirmos novos conceitos e ideias matema-
ticas que tém grande aplicagdo em nossa vida. Um
exemplo interessante é o dos niimeros complexos. E
muito comum entrarmos em contato com esse tipo de
numero por meio de problemas que envolvem raiz
quadrada de numero negativo. Veja um problema
famoso a seguir:

Descubra dois numeros cuja soma é 10 e o produto é 40.
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Esse problema foi objeto de estudo do matematico
italiano Cardano, em 1545, que o considerou “mani-
festamente impossivel, mas mesmo assim vamos ope-
rar”. A equacdo do segundo grau ja era conhecida no
tempo de Cardano: ax? + bx + ¢ = 0 e a féormula que a
resolve também:

-

—h+4yb" —dac

2a

X =

Onde a, b e ¢ sdo numeros reais. Cardano concluiu
que a equacao que resolvia esse problema é x?-10 x + 40
=0 e que eram solu¢des do problema. Entretanto, consi-
derou essas expressoes inuteis, pois envolviam numeros
para os quais ainda ndo tinham sido dado nenhum sig-
nificado: a raiz quadrada de nimero negativo.

G+ y=15)e 6-4515)

Nesse tempo, Bombelli, outro matematico italiano,
resolveu operar com esses numeros, mesmo sem dar a
eles um significado, imitando o procedimento que utili-
zava para operar com numeros reais. Bombelli confir-
ma, por exemplo, que a soma e o produto dos numeros e
solugdes do problema inicial sdo 10 e 40, respectivamen-
te. Ele operou com esses numeros usando as mesmas
regras e propriedades dos numeros reais que conhecia.

As raizes quadradas de numeros negativos conti-
nuaram a aparecer nos séculos XVI, XVII e XVIII. Os
matematicos manipulavam esses numeros sem saber o
que significavam, tanto é que os nomes que tais nime-
ros receberam na época descreviam bem esse descon-
forto: sofisticos, ficticios, impossiveis, misticos, sem
sentido, imagindrios (este ultimo perdura até hoje).

O conjunto desses numeros s6 passou a “ter status
de campo numérico” a partir dos trabalhos de Gauss,
no final do século XVIII e inicio do século XIX, quando

os numeros da forma a + b ﬁ

Onde a e b sdo numeros reais, passaram a ser cha-
mados de numeros complexos e a ser representados por
um par ordenado de numeros reais (a, b), que admitia
uma representacdo geométrica por um ponto no plano.

parte imagindria &

N R

=

parte real

o p=----

Como vocé pode ver, a criagdo dos numeros com-
plexos ndo se deveu a nenhum problema do cotidiano
das pessoas, mas sim a necessidade de dar um signi-
ficado a solucdes de equacbes onde apareciam raizes
quadradas de numeros negativos. E essa ¢ uma questao
interna & Matematica! Aprender sobre os avan¢os da
Matemadtica que surgiram em virtude da necessidade
de resolver seus problemas internos, contribui para:

® Desenvolver maneiras particulares de raciocinar;

® Compreender como um conteddo matemadtico de
grande aplicacdo na realidade foi criado a partir
de outro que, aparentemente, nada tem a ver com
ela, mas somente como exercicio do pensar;

® Aumentar sua cultura.

USANDO A MATEMATICA PARA MODIFICAR O
MUNDO

A todo momento, convivemos com uma grande quan-
tidade de objetos, fatos e informacdes de procedéncias e
naturezas diversas. Por isso, precisamos compreendé-los,
analisa-los, relaciona-los e, muitas vezes modifica-los,
para tornar melhor a realidade em que vivemos.

Os exemplos sdo tantos que tropecamos neles em nos-
so dia a dia, desde os mais simples, até os mais complexos:

Como arrumar

convenientemente meus LI LIITITIIH Exposicao
objetos de estudo nas LT e e “UM PEDACO DE SEU
prateleiras do armario 3 o e BAIRRO"

para que todos fiquem i ’ .

guardados?

Esse quarteirao tem
tanto lixo pelo chdc
que & pre s
alguma coisa

SN )
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=Y ou expor!
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( Voufazeruma
DD | maquete da ‘
° = |\ minha escola,
: i \ para que
== i \‘ \ todos saibam JI
= - como elaé
: m = ) \, tenta! _/
QE= AAN

Vocé pode notar que essas trés situacdes sdo de
carater muito diferente. Arrumar os objetos no arma-
rio demanda de vocé uma habilidade em ocupar o
espaco de modo conveniente para que todos os obje-
tos caibam, mas néo so isso.

E possivel que vocé queira colocar na prateleira de
cima os objetos que usa para escrever (lapis, caderno
e livro) e na de baixo os que néo utiliza para esse fim
(reldgio, tesoura, caixinhas). Isso mesmo, vocé classi-
fica os objetos de acordo com o critério que mais lhe
interessa. Ja a questdo do lixo é mais complexa, pois
sua solugdo ndo depende apenas de vocé!

Que tal uma campanha de conscientizacdo entre
as pessoas que moram no seu quarteirdo? Como fazer
isso? Seria bom fazer uma coleta seletiva? As pessoas
sabem o que é isso?

Afinal, o que a Matematica tem a ver com o lixo?
Ora, uma campanha de conscientizacdo sobre a coleta
do lixo pode ser feita com as pessoas que moram em seu
quarteirdo. Ela pode ser desenvolvida em vdrias etapas,
como, por exemplo: um grupo de vizinhos interessados
em solucionar o problema pode se organizar para fazer
essa campanha. E preciso fazer um levantamento:

® Do tipo de lixo que € jogado nas ruas (observan-
do as ruas todos os dias, durante um certo periodo
estipulado pela equipe, recolhendo e anotando o
lixo encontrado: papéis, casca de frutas, embala-
gens, garrafas etc). Para fazer essa coleta, o grupo
de vizinhos deve se munir de luvas de borracha,
sacos de lixo de 20 litros marcados com cores dife-
rentes (azul para papel; verde para vidro; amarelo
para latas; vermelho para plasticos; branco para
lixo organico);

® De como é feita a coleta de lixo nesse quarteirdo (por
caminhdo coletor, por cada morador que queima seu
lixo ou leva-o para um depdsito comunitdrio etc.);
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