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MATEMATICA

CONJUNTOS NUMERICOS: NATURAIS,
INTEIROS, RACIONAIS E REAIS

| NUMEROS NATURAIS

Os numeros construidos com os algarismos de 0 a
9 sdo chamados de naturais. O simbolo desse conjun-
to é a letra N, e podemos escrever os seus elementos
entre chaves:N={0,1, 2, 3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13,
14, 15,16,17, ...}.

Os trés pontos, conhecidos como reticéncias, indi-
cam que este conjunto tem infinitos nimeros naturais.

O zero ndo é um numero natural propriamente
dito, pois ndo é um numero de “contagem natural”.
Utiliza-se o simbolo N* para designar os numeros
naturais positivos (excluindo o zero). Veja: N* = {1, 2,
3,4,5,6,7...}.

Dica!

0 simbolo do conjunto dos numeros naturais é
a letra N, e podemos ter ainda o simbolo N+, que
representa os nimeros naturais positivos, isto é,
excluindo o zero.

Conceitos bdsicos relacionados aos numeros
naturais:

® Sucessor: é o proximo numero natural.

® Exemplo: o sucessor de 4 é 5, e 0 sucessor de
51 é 52. Ou seja, o sucessor do numero “n” é o
numero “n + 1”;

® Antecessor: é o numero natural anterior.

® Exemplo: o antecessor de 8 é 7, e 0 antecessor
de 77 é 76. Ou seja, o0 antecessor do numero “n”
é o numero “n-17;

numeros em

® Numeros consecutivos: sao

sequéncia;

® Exemplo: 5, 6, 7 sdo numeros consecutivos,
porém 10, 9, 11 néo sdo. Assim,(n—-1,nen + 1)
sdo numeros consecutivos;

® Numeros naturais pares: sdo aqueles que, ao
serem divididos por 2, ndo deixam resto. Por isso,
o0 zero também é par. Logo, todos os numeros que
terminam em 0, 2, 4, 6 ou 8 sdo pares;

® Numeros naturais impares: ao serem divididos
por 2, deixam o resto 1;

® Todos os nameros que terminam em 1, 3, 5, 7 ou
9 sdo impares.

Também é importante lembrar que:

® A soma ou subtracdo de dois numeros pares tem
resultado par:

12+8=20|12-8=4;

® Asoma ou subtracdo de dois numeros impares tem
resultado par:

13+7=20]13-7=6;

® Asoma ou subtracdo de um nimero par com outro
impar tem resultado impar:

14+5=19|14-5=09;

® A multiplicacdo de nuimeros pares tem resultado
par:

8:6=148,;

® A multiplicacdo de numeros impares tem resulta-
do impar:

3:-7=121,;

® A multiplicacdo de um nimero par por um nume-
ro impar tem resultado par:

4-5=20.
| NUMEROS INTEIROS

Os numeros inteiros sdo 0s numeros naturais e
seus respectivos opostos (negativos). Veja: Z = {..., -7,
-6,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6, 7, ..}.

O simbolo desse conjunto € a letra Z. Uma coisa
importante é saber que todos os numeros naturais
sdo inteiros, mas nem todos os numeros inteiros sado
naturais. Sendo assim, podemos representar por meio
de diagramas e afirmar que o conjunto de numeros
naturais estd contido no conjunto de numeros intei-
ros, ou ainda que N é um subconjunto de Z. Observe:

Podemos destacar alguns subconjuntos de nume-
ros. Veja:

® Numeros inteiros nao negativos: {4, 5, 6...}. Veja
que sdo 0s numeros naturais;

® Numeros inteiros nao positivos: {... -3, -2, -1, 0}.
Veja que o zero também faz parte deste conjunto,
pois ele ndo é positivo nem negativo;

® Numeros inteiros negativos: {... -3,-2,-1}. O zero
ndo faz parte;

® Numeros inteiros positivos: {5, 6, 7...}. Novamen-
te, o zero ndo faz parte.
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Operagoes com Numeros Inteiros

Ha quatro operacdes bdsicas que podemos efetuar
com estes numeros, sdo elas: adicdo, subtracdo, multi-
plicacdo e divisdo.

Adigao

E dada pela soma de dois nimeros. Ou seja, a adi-
cdode20e5é:20+5=25.
Veja mais alguns exemplos:

® Adicdode15e3:15+3=18;
® Adicao de 55 e 30: 55 + 30 = 85.

® Principais Propriedades da Operacao de Adicdo

® Propriedade comutativa: a ordem dos nume-
ros ndo altera a soma —> 115 + 35 é igual a 35
+115;

® Propriedade associativa: quando € feita a adi-
¢do de 3 ou mais numeros, podemos somar 2
deles primeiramente, e depois somar o outro.
Independentemente da ordem vamos obter o
mesmo resultado —>2+3+5=(2+3)+5=2+
(3+5)=10;

® Elemento neutro: o zero é o elemento neutro
da adicéo, pois qualquer numero somado a
zero é igual a ele mesmo —> 27 + 0 = 27; 55 +
0=55;

® Propriedade do fechamento: a soma de dois
numeros inteiros sempre gera outro numero
inteiro. Exemplo: a soma dos numeros inteiros
8 e 2 gera o numero inteiro 10 (8 + 2 = 10).

Subtracgao

Subtrair dois numeros é o mesmo que diminuir de
um deles o valor do outro. Ou seja, subtrair 7 de 20
significa retirar 7 de 20, restando 13: 20 -7 = 13.

Veja mais alguns exemplos:

® Subtrair5de 16: 16 -5 =11;
® 10 subtraido de 30: 30 — 10 = 20.

® Principais Propriedades
Subtracao

da Operacdo de

B Elemento neutro: o zero é o elemento neutro
da subtracéo, pois, ao subtrair zero de qualquer
numero, este numero permanecerd inalterado
-13-0=13;

B Propriedade do fechamento: a subtracdo
de dois numeros inteiros sempre gera outro
numero inteiro - 33 - 10 = 23.

Multiplicagao

A multiplicacdo funciona como se fosse uma repe-
ticdo de adigdes. Veja: a multiplicacdo 20 - 3 é igual a
soma do numero 20 trés vezes (20 + 20 + 20), ou a soma
do numero 3 vinte vezes (3+3 +3 + ... + 3).

Algo que é muito importante, e que vocé deve lem-
brar sempre, sdo as regras de sinais na multiplicacdo
de numeros.

SINAIS NA MULTIPLICAGAO

Operagoes Resultados
+ + +
- - +
+ - -
- + -
Atencao:

® A multiplicagdo de numeros de mesmo sinal tem
resultado positivo: 51 - 2 = 102; (-33) - (-3) = 99;

® A multiplicacdo de numeros de sinais diferentes tem
resultado negativo: 25 - (-4) =-100; (-15) - 5 =-75.

® Principais Propriedades
Multiplicacdo

da Operacdao de

B Propriedade comutativa: A - B é igual a B - A,
ou seja, a ordem ndao altera o resultado —> 8 -
5=5-8=40;

B Propriedade associativa: (A-B) - Céiguala (C
*B)- A, que éiguala(A-C)-B—>(3-4)-2=3-
4-2)=(3-2)-4=24;

® Elemento neutro: a unidade (1) é o elemento
neutro da multiplicagdo, pois ao multiplicar 1
por qualquer numero, esse numero permane-
cerd inalterado —> 15 -1 = 15;

B Propriedade do fechamento: a multiplicacdo
de numeros inteiros sempre gera um numero
inteiro —> 9 - 5 = 45;

B Propriedade distributiva: essa propriedade é
exclusiva da multiplicacdo. Veja como fica: A+ (B +
0=(A-B)+(A-0C),ouseja,3-(5+7)=3-(12) = 36.

Usando a propriedade: 3- (5+7)=3-5+3-7=
15 + 21 = 36.

Divisao

Quando dividimos A por B, queremos repartir a
quantidade A em partes de mesmo valor, sendo um
total de B partes.

Exemplo: temos 50 balas e queremos dividir entre
10 pessoas, isto é, queremos dividir 50 em 10 partes de
mesmo valor. Ou seja, nesse caso teremos 10 partes de
5 unidades, pois se multiplicarmos 10 - 5 = 50. Ou, ain-
da, podemos somar 5 unidades 10 vezes consecutivas,
ouseja,5+5+5+5+5+5+5+5+5+5=50.

Algo que é muito importante, e que vocé deve
lembrar sempre, sdo as regras de sinais na divisdo de
numeros.

SINAIS NA DIVISAO

Operagoes Resultados
+ + +
- - +

+ - -
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Atencdo:

® A divisdo de nimeros de mesmo sinal tem resulta-
do positivo: 60 + 3 = 20; (-45) + (-15) = 3;

® A divisdo de numeros de sinais diferentes tem
resultado negativo: 25 + (-5) = -5; (-120) + 5 =-24

Esquematizando:

Dividendo .
\ Divisor
205~
0 6
/ S

Resto Quociente

Dividendo = Divisor - Quociente + Resto
30=5-6+0

® Principais Propriedades da Operacao de Divisdo

B Elemento neutro: a unidade (1) é o elemento
neutro da divisdo, pois, ao dividir qualquer
numero por 1, o resultado serd o proprio nume-
ro—>15+1=15.

DICA!

A divisao nao possui propriedade do fechamen-
to, diferenciando-se das demais operagdes com
ndmeros inteiros. A divisdo ndo possui essa

propriedade, uma vez que ao dividir numeros
inteiros podemos obter resultados fracionarios
ou decimais: 2 + 10 = 0,2 (ndo pertence ao con-
junto dos nimeros inteiros).

|  NUMEROS RACIONAIS

Sdo aqueles que podem ser escritos na forma da
divisdo (fracdo) de dois numeros inteiros. Ou seja,

. A o s
escritos na forma B (A dividido por B), onde A e B

sdo numeros inteiros.

7 -15 . . . . .
Exemplos: - e —5™ sdo racionais. Veja, também,

que os numeros 87, 321 e 1221 sdo racionais, pois sdo
divididos pelo numero 1.

Atencdo: qualquer numero natural é também
inteiro e todo numero inteiro é também racional.

O simbolo desse conjunto é a letra Q e podemos
representar por meio de diagramas a relagdo entre os
conjuntos naturais, inteiros e racionais, veja:

Representagao Fracionaria e Decimal

Ha 3 tipos de nuimeros no conjunto dos numeros
racionais:

° Fragﬁes:%, % 1% etc.;

® Numeros decimais com finitas casas: 1,75;
® Dizimas periddicas: 0,33333...

Operagoes e Propriedades dos Nimeros Racionais

As operagdes de adicdo e subtracdo de numeros
racionais seguem a mesma légica das operagdes com
numeros inteiros. Veja:

1525+515=204 1525
+05,15
20,40

573-0,12=57,18 57,30
+00,12
57,18

® Multiplicacdo de numeros decimais: aplicamos
0 mesmo procedimento da multiplicacdo comum,
contudo, precisamos ficar atentos a colocacdo da
virgula.

4,6 -1,70 = 6,9020 ou 6,902

4,06 — 2 casas decimais
x 1,70 — 2 casas decimais

000
2842
+406

6,9020 — 4 casas decimais

® Divisdo de numeros decimais: devemos multipli-
car ambos os numeros (divisor e dividendo) por
uma poténcia de 10 (10, 100, 1000, 10000 etc.), de
modo a retirar todas as casas decimais presentes.
Ap0s isso, é so efetuar a operacdo normalmente.

57+1,3
5,7-100 =570
1,3-100 =130
570 + 130 = 4,38
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|  NUMEROS REAIS

E o conjunto que envolve todos 0s outros conjun-
tos, ou seja, aqui encontramos 0s numeros naturais,
inteiros e racionais, envolvidos de uma unica manei-
ra. Dentro dos numeros reais, podemos envolver
todos os outros numeros dentro das operagdes mate-
maticas, sejam elas de adigdo, subtracdo, multiplica-
¢do ou divisado.

O simbolo desse conjunto é a letra R e podemos
representar por meio de diagramas a relacdo entre os
conjuntos naturais, inteiros, racionais e reais. Veja:

Operagoes e Propriedades dos Nimeros Reais

As operacdes adicdo, subtracdo, multiplicacdo e
divisdo ocorrem com os nimeros reais tal como ocor-
re com os nimeros racionais.

|  NUMEROS PRIMOS

Um numero natural é definido como primo se
tiver exatamente dois divisores: o niumero 1 e ele mes-
mo. Contudo, temos que, por defini¢cdo, os numeros 0
e 1 ndo sdo numeros primos. Lembre-se de que 0 2 é 0
Unico numero par que também € primol!

IMPORTANTE!

Nao ha consenso sobre haver ou nao nimeros
primos negativos. Contudo, para seu conheci-

mento, o conceito de primalidade para nimeros
inteiros é diferente. O nimero p precisa ser divi-
sivel por 1, =1, p e —p, isto &, precisa ser dividido
por 1, =1, por ele mesmo e pelo seu inverso.

Para identificar um numero primo, é necessa-
rio analisar seus divisores. Para isso, vamos estudar
um pouco mais a fundo multiplos e divisores de um
numero.

| MULTIPLOS E DIVISORES

Sejam dois numeros naturais X e y, temos que x é
multiplo de y quando existe um numero natural z tal
quex=y-z

Dessa maneira, temos que 30 é multiplo de 3, uma
vez que 3 - z = 30, onde z = 10. De mesma forma, 30 é
multiplo de 10, uma vez que 10 - z = 30, onde z = 3.

Vamos calcular alguns dos multiplos de 2 multipli-
cando o 2 por todos os numeros naturais de 0 a 10.

DNDNDNDNDNNDNDNDNDNDDN

OO Uk wWwNEE O
I

== =00k NO

Assim, temos que o conjunto N dos multiplos de 2 é
N={0,2,4,6,8,10,12, 14, 16, 18, 20...}.

Lembre-se de que o conjunto dos multiplos é
infinito!

Sejam dois numeros naturais x e y, temos que x é
divisor de y quando existe um numero natural z tal

y . ~ . ce
quez= "~ de maneira que ndo haja resto na divisao.

Dessa maneira, temos que 5 é divisor de 300, uma
vez que 300 + 5 = z, tal que z = 60.

Para encontrarmos os divisores de um numero,
verificamos se o resultado da divisdo é inteiro. Veja-
mos os divisores de 30:

30-30=1
30+15=2
30-10=3
30-5=6

30+2=15
30+1=30

Temos, entdo, que o conjunto D dos divisores de 30
édado por D={1, 2, 3, 6, 15 e 30}.

Perceba que, ao contrario do conjunto dos multi-
plos, o conjunto dos divisores é finito!

I POTENCIAS E RAIZES

A matemadtica nasceu das necessidades huma-
nas de controle de sistemas de ordem social, como
o numero de individuos nos rebanhos, as operacdes
financeiras antigas envolvendo trocas, a tentativa de
entender os processos astrondmicos, entre outros.

As operacgoes simples nasceram da contagem nos
dedos, por exemplo. A poderosa matematica que hoje
conduz aos estudos das previsdes do tempo, do lanca-
mento de foguetes ao espaco, da fisica quantica e da
relatividade, teve origem nas contas feitas nos dedos!
Logo, ela é derivada de raciocinios simples que, soma-
dos, levam a complexidade.

Nesse sentido, vamos seguir um raciocinio simples
para que vocé entenda a potenciacao, de onde ela nas-
ceu e, depois, sua operacdo inversa, a radiciagdo.

Depois de um tempo usando os numeros, j4 em
notagdes escritas, deve-se ter percebido que a multi-
plicacdo é a soma de fatores iguais. Veja:

3+3+3+3=4vezeso3=4-3=12.

Importante! Muitas vezes, vemos nos livros didaticos
um erro de notacdo matemadtica. O simbolo do produto
ou multiplicacdo pode ser x (que pode ser confundido
com a letra x num texto), * ou - . No entanto, ndo pode
ser * em cima na linha, nem . embaixo. O asterisco e o
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ponto devem estar no meio da linha. Um ponto na parte
debaixo pode ser confundido com a notagdo de decimal,
por exemplo, 3.2 é um decimale 3- 2 é 6.

Mesmo um numero X € R pode ser multiplicado
considerando sua parte fraciondria ou decimal:

2.142857 + 2.142857 = 2 vezes 0 2.142857=2 - 2.142857
=4.285714.

Usando o mesmo raciocinio, a potenciagdo nasceu
da multiplicacdo de fatores iguais:

2-2-2-2=2multiplicado 4 vezes por ele mesmo.

Uma das principais evolugdes que ocorreram na
matematica foi o desenvolvimento das notagdes, uma
espécie de alfabeto modificado para que seja mais
facil a comunicacdo; essa linguagem matematica usa
simbolos vdrios, alguns mais complexos, com signifi-
cados também complexos, mas ndo é o caso da lingua-
gem utilizada no ensino médio.

A notagdo para 2-2-2-2=2multiplicado 4 vezes
por ele mesmo = 2/4.

Cada numero recebe um nome para que possamos
nos comunicar sobre esse tema, a potenciacdo.

24 — Expoente

l
Base

O expoente recebe, também, o nome de poténcia;
assim, dizemos que a base 2 estd elevada a 4* poténcia
ou ao expoente 4.

Para entendermos que os expoentes podem fazer
parte de qualquer conjunto de nimero (aqui, vamos
até o conjunto dos numeros R ), precisamos compreen-
der um pouco mais sobre a multiplicacdo. Baseados
na soma que gerou a multiplicacdo, podemos fazer
uma multiplicagdo um pouco mais complexa do que
aquela do exemplo acima usando os fatores de soma.
Vejamos:

35 - 10,5 = 367,5 é feito usando um algoritmo de
multiplicacdo aprendido cedo na escola:

35

x 10,5

175

00
35

367,5

+

Aqui vemos a soma intrinseca na multiplica¢éo; o
uso desse algoritmo é feito multiplicando cada nume-
ro do 10.5 por 35. Com o aumento de uma casa deci-
mal, o resultado do produto avanca uma casa para a
esquerda, por isso, o 0 esta debaixo do 7 e 0 5, debaixo
do 3. Feita a soma, conta-se o numero de casas deci-
mais, nesse caso, uma, e coloca-se no resultado da
soma a virgula ou ponto ap6s 0 mesmo numero de
casas contadas nos produtos.

Um dos principais problemas no ensino de mate-
matica é a escassez de informacdes fornecidas aos
estudantes sobre o uso correto do sistema decimal.
E de bom alvitre que o estudante procure conhecer
melhor os algoritmos derivados das operagdes mate-
maticas basicas em funcdo dos conhecimentos do sis-
tema decimal.

Em funcdo do que explicamos, podemos fazer
aquela conta mentalmente, veja: separamos a casa
decimal, 0,5 e fazemos a multiplicacdo de 35 por 10,
que déa 350, e somamos a multiplicacdo de 0,5 vezes
35, que, na verdade, é a metade de 35, i.e., 17,5.

Agora ficou facil, somamos 350 a 17,5 e temos
367,5.

Baseados nesse raciocinio, podemos, também, usa-
-lo na potenciagdo, vejamos um caso como exemplo:

235 = considerando a composicdo de fatores,temos,
21 . 21 . 21 . 20.5 = 23 . 20.5

Voltamos, entdo para a soma, i.e., 2% - 205 = 2305 =
2%5. Aqui, acrescentamos uma propriedade natural da
potenciacdo, os expoentes de mesma base podem ser
somados; veremos mais sobre isso a frente.

Nossa intencdo ndo é dar a resposta dessa potén-
cia, mas mostrar que raciocinar sobre poténcia asso-
cia as bases soma e produto e mostra que a poténcia
pertence ao conjunto R.

Pertencer a R significa que temos poténcias que
pertencem aos conjuntos dos numeros naturais (N),
aos inteiros (Z), aos racionais, aos irracionais. Vamos
estudar cada caso, tanto de potenciacdo quanto de
radiciacdo em tépicos a frente.

Em termos de radiciagdo, considere o raciocinio. O
numero 8 = 2 - 2 - 2 = 23 (leia as equacgdes devagar e
traduzindo para a lingua portuguesa, nesse caso, oito é
igual a trés vezes 2 que é igual 2 elevado ao expoente 3),
que significa dizer que a raiz cubica de 8 é um numero
que, ao ser multiplicado 3 vezes por si mesmo, é igual a
8; nesse caso, 0 numero deve pertencer ao conjunto dos
reais e ser positivo como condi¢do necessaria para usar
essa notacdo. A representacdo em linguagem matema-

tica desse raciocinio é %/8 = 2.

Assim como na representacdo matemadtica da
potenciacdo, cada numero recebe um nome na estru-
tura da radiciacgdo:

indice < 3@
l
Base

Em geral nos problemas sobre radiciacdo, pode-
mos usar o conceito de fatoragao.

IMPORTANTE!

A fatoragao é a decomposigao de um produto
por seus componentes basicos. Uma vez que

0s numeros primos sao por definigao divisiveis
apenas por 1 e por si mesmos, fatorar um niime-
ro qualquer é decomp6-lo no produto entre os
numeros primos pelos quais ele é divisivel.

Para a raiz cubica de 216 (%/216), veja a fatoragdo
em numeros primos:

216
108
54
27

W W W N NN

Amostra gratis da apostila CNU. Para adquirir o material completo, acesse www.novaconcursos.com.br.

MATEMATICA

11



12

Dizemos que 216 fatorado é 216 =2-2-2-3-3-3=

(23-3%) =(2- 3)% fazendo a substituicao ‘«/R =Y (2.3)
=2 -3 =6. Observe que a multiplicacdo de bases dife-
rentes com o mesmo expoente € a multiplicacdo das
bases, entre parénteses, elevada ao expoente igual.

Podemos ter casos varios casos dentro dos con-
juntos de numeros com algumas restri¢cdes que serao
mostradas a frente. Aqui, queremos que entenda as
ideias e os raciocinios. Vamos analisar o caso de um
numero cuja raiz enésima com indice de valor n (veja
o que € indice na figura de raiz ctibica de 8, acima) de
um numero qualquer ndo apresenta valor inteiro ou
racional.

Considere +/ 18 (nos casos em que o indice é omiti-
do, n = 2). Fatorando, temos:

18 2
9 3
3 3

Entdo, temos, neste caso \/17:«/32-2 :3-«/5.

Veja que o 3 foi retirado da raiz quadrada por estar
elevado ao quadrado, e 0 2 permaneceu. Essa simpli-
ficagdo é considerada elegante entre os matematicos.

POTENCIAGAO E RADICIAGAO COM EXPOENTES
NATURAIS

Consideremos uma poténcia cuja base éaeRe o
expoente é p > 0 e p € N (lembre-se de traduzir cal-
mamente para o portugués a linguagem matematica).
Neste caso, o valor da poténcia é o numero b € R, cujo
raiz de indice p é o valor a.

at=bheo Wb =a

Esta afirmacéo é a base tanto da potenciagdo quan-
to da radiciacdo com numeros inteiros e mostra o por-
qué dessas duas operacdes serem inversas uma da
outra.

Quando tratamos de expoentes naturais, estamos
analisando as bases para essas operacdes, também,
com 0s expoentes inteiros, racionais e reais.

Algumas consideracgdes sdo necessarias, nem sem-
pre entendidas de modo intuitivo. Considere a afirma-
¢do a’ =1, a qual vale para qualquer que seja o valor
de a.Podemos interpretar essa igualdade como sendo
multiplicado por si mesmo de a 0 vezes e, como a é
alguma coisa, ndo pode ser nada, e, em termos mate-
maticos, esse ente é necessdrio para que outras opera-
¢des provadas possam ser definidas, entdo a® = 1.

Numa outra andlise com exemplos, estudemos as
poténcias (-2)%, (-2)® e -22:

(22=1-(2)(-2)=4
(-2=1-(-2)- (-2) - (-2) = -8
-22=(-1)-2-2=-4

Os resultados dessas poténcias podem ser utili-
zados como base para qualquer outra poténcia de
expoente natural (lembre o que é base, expoente, indi-
ce e radicando).

Qualquer que seja o valor de a, se ele estiver eleva-

do por um ndimero par, resultard em b > 0-("y/ b = a)
, pois, pelo principio da multiplicacdo dos numeros,
multiplicar dois nimeros positivos ou dois numeros
negativos resulta sempre em um numero positivo.

Caso a <0, se ele for elevado a um expoente impar,
o principio anterior determina que b < 0, pois a multi-
plicacdo de numeros de sinais opostos resulta em um
numero negativo (a* = b).

Por fim, podemos considerar a importancia de se
utilizar corretamente a notacdo apropriada, pois (-2)?
indica que (-2) estd sendo multiplicado por si mesmo
2 vezes, porém -22 indica que esta sendo multiplicado
por si mesmo 2 vezes e o resultado multiplicado por
1.

Para a radiciacdo, as conclusdes anteriores permi-
tem analisar dois casos distintos.

Se b > 0, para qualquer que seja o valor de n, a > 0,
que é uma propriedade bdsica da radiciacdo.

Vejamos isso com calma. A operacdo \/Z =2 é
uma afirmacdo incorreta, apesar de (-2)? = 4, pois ndo
existe um numero real que multiplicado por ele mes-
mo gere —2.

Aproveitemos para melhorar a relagdo entre poten-
ciacdo e radiciacdo e explicar o que dissemos acima.

Temos que "y/b" = b%, e que um expoente elevado a

um outro expoente pode ser multiplicado, i.e., (am)™ = a®
‘™ Veja que essa relagdo pode ser entendida diretamen-
te, pois multiplicando m vezes n, termos n - m.

Agora podemos explicar o motivo de \/Z =2
ndo poder existir dentro dos conceitos matematicos.
Entdo, teremos:

1 1 L
Va1=2542= 2522 =-2=02)"2=2>
Q' =-22

Como solucdo para essa equacdo, pois nenhum
numero real -2 pode ser igual ao seu positivo, a ndo
ser que seja afirmado que esse numero é um médu-
lo, i.e.,, independente da posi¢cdo na reta dos numeros
reais, o que interessa é sempre a distancia do numero
em relacdo ao inicio dos eixos. O numero 5 esta 5 uni-
dades a direita da origem da reta dos reais e o nume-
ro -5 estd 5 unidades & esquerda da origem da reta
dos reais; entdo, como 0 que interessa é a distancia,
os sinais ndo fazem sentido e representamos o 5 como
modulo de 5, i.e., |-5].

Por outro lado, entdo, mostrando novamente a

importancia da notagéo, temos que v/ (—5)2 =|-5]=5

enao v (—5)2 =-5.

Para o caso de base negativa com expoentes tam-
bém negativos impares, i.e.,, b <0, a € R apenas se n for
impar resultando em a < 0, por exemplo,

Wos =420 = 2i=_2'=_)

Entretanto, isso ndo gerara um resultado dentro
dos numeros reais se n for par. Faca o teste!
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POTENCIAGAO E RADICIAGAO COM EXPOENTES
INTEIROS

Lembre-se de que o conjunto dos numeros inteiros
possui os numeros negativos, o que ndo ocorre com o
conjunto dos numeros naturais, entéo, os principais
comentdrios aqui serdo sobre os expoentes negativos.

Pela definicdo da radiciacdo, um indice n ndo pode
assumir valores negativos ou racionais; entretanto,
a mesma restricdo néo se aplica ao expoente de uma
poténcia.

Pela noc¢éo de poténcia como o produto de um nime-
ro vezes si mesmo n vezes, a ideia de n < 0 ndo apresenta
sentido l6gico em uma primeira andlise; porém, se con-
siderarmos que o sinal do expoente diz respeito ao valor
da base da poténcia, a situacdo se altera.

Veja o caso de 2. Ele representa o inverso da
poténcia 2, portanto:

IMPORTANTE!

0 inverso de um nimero qualquer a € R é um
numero qualquer b € R que torne a igualdade a -

b =1 verdadeira. Logo b = %.

Considerando agora uma poténcia de base a e
. -n_ 1
expoente n < 0, ie, * ~ » para demonstrar uma

relacdo mais detalhada, podemos mostrar que corre-

I
tamente temos a”=?=7.

Essa definicdo é importante na resolucdo de pro-
blemas em equagdes exponenciais. Veja o exemplo:

23 223

2 2

2 A1
27273 =23%6
Uma observacdo importante é que, pela definicéo
acima, o numero 0" é um simbolo sem significado,
uma vez que o inverso de 0 ndo existe para o conjunto
dos numeros reais.

POTENCIAGAO E RADICIAGAO COM EXPOENTES
RACIONAIS

Os numeros racionais sdo aqueles que possuem
casas decimais finitas ou infinitas com repeticdo dos
numeros.

A potenciagdo com expoentes racionais abre pre-
cedente para uma interpretacdo mais detalhada da
ideia da radiciacgdo. J4 vimos isso anteriormente, mas
agora falaremos novamente.

Tomemos +/16 =y/2°-2°= /@22 =22=2". E
possivel perceber que, se 2¢=42=16 & /16 = \/Z =2
, melhorando para o uso dos nimeros racionais mais
diretamente,

4
4

\ 1 et
V16 = (16)T= @5 T=21=2,

Agora tomemos 2 , sendo que (/2 ) =2 =44, por
substituicdo f = «/ﬁ . Para descobrirmos como cal-
cular isso, apenas devemos nos perguntar quantas n

vezes devemos multiplicar \/; por si mesmo para

que o resultado seja 4, tal que ”\/E = \/E . Se aresposta
for n=4, ela esta correta. Vejamos,

o= (o) = st == @ =t o= o,

Acompanhe as operacbes acima com calma e
atencao.

Como raciocinar dessa maneira estd longe da
praticabilidade em uma prova, vamos resumir isso
afirmando que qualquer radicia¢do de radicando b e
indice n pode ser escrita como uma poténcia de base

1
b e expoente PR

Voltemos ao primeiro exemplo:

1 e
V16 =162 = (22
Podemos ler esse ultimo termo como 2* multiplica-

. 1 . .
do a si mesmo 7 Vez, 1SS0 pode ser transcrito como:

Ja no segundo caso, teriamos:

WVa=Va= () -att=a
4\/7:\/?=2%=2%\/5

Com essas comparacdes estabelecidas, podemos
definir uma poténcia de expoentes racionais mais
claramente.

Para uma base b € R, um expoente m € Z um indice
n e N e n = 0, uma poténcia de expoentes racionais é

ENE

-ya

. mo m .
definida como b™ =%b", com "y € Q, como ja mos-
trado acima.

POTENCIAGAO E RADICIAGAO COM EXPOENTES
REAIS

Por fim, ao tratarmos de poténcias cujos expoentes
pertencem ao conjunto dos numeros reais, estamos
nos referindo aos casos em que o expoente m e Q v
(ou) m € 1. Sendo Q o simbolo dos numeros racionais
e [ dos irracionais.

Os casos em que m € I dificilmente sdo pedidos no
ensino médio, apesar de existirem, e sdo calculados
a partir de aproximacdes utilizando expoentes racio-
nais. Por exemplo, o numero = com casas decimais
infinitas e ndo repetitivas é usado para calcular rotas
de navegagdes interplanetarias, a NASA usa o numero
n com 15 casas decimais.

No caso de um expoente irracional o e uma base
real a, temos entdo que, para quaisquer dois expoen-
tes racionais r e s tais que r < a < s, é verdadeiro ar <
a“<as.

Como consequéncias das nocdes de poténcias de
expoentes naturais e expoentes negativos: 0* é um
simbolo sem significado para a < 0, assim como a®
para a < 0, uma vez que numeros irracionais nao
podem ser classificados como par ou impar.
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Baseados nos conceitos e defini¢cdes anteriores,
podemos agora listar as propriedades das operacdes
envolvendo poténcias e raizes de numeros naturais.
Essas afirmacdes sdo validas para quaisquer nameros
ane)beRprqeRenanmeN:

® gP:-q9=gra

28-22=(2-2-2)-(2-2)=2-2-2-2-2=25

2_ = 23. 272: 23+(—2): 21
22

® (a-bp=ar-bp

(2:3)’=(2-3)-(2-3)=2-2-3-3=22-32=4-9=36

) (ap)q = gPd
(29)2= (29 - (2 =22+2=222=24=16

Dica

Atente- se a interpretagao de notagoes! Ape-
sar de a*' e (a”)9 possuirem notagdes similares,
0 primeiro caso representa que o expoente p
esta elevado ao expoente g, enquanto o segun-
do indica que a poténcia de ar esta elevada ao

expoente q.

n/ p_nm/ pm
Y a] - a]

o (Va)y'=a"
(V2) =v2 2 Y22 =y2222=2"=4

=
Il

[\S)
o=
Il
—~~
8}
rof—
~
Do
Il
[\
ENE
Il

-~
N

A aplicagdo dos principios anteriores facilita na
hora de resolucdo de cédlculos envolvendo numeros
grandes ou expressdes extensas. O primeiro caso per-
mite que operagdes envolvendo multiplicacdo ou divi-
sdo sejam feitas utilizando valores menores, enquanto
o segundo reduz expressdes para formas mais inteligi-
veis e faceis de analisar.

Agora, em termos de cédlculo da raiz quadrada e
outras raizes, vocé receberd algoritmos que poderao
diminuir em muito o tempo dos seus cdlculos em
provas.

Uma dica para cdlculo muito aproximado de raiz
quadrada a partir do uso de célculo diferencial adap-
tada para o ensino médio:

Vx=we -

2. \/ (w) raiz exata de um numero natural
N mais proximo de x

Por exemplo:

= dos

1 1
=37 S5 7346 T3 +1.66667 =

= 3.166667

Foi usada a soma, pois 10 estd mais préoximo da
raiz exata de 9 do que da raiz exata de 16. Lembre-se
que essa féormula é aproximada para vocé fazer uma
prova objetiva, ndo uma prova discursiva, mas, se
vocé quiser usa-la, justifique.

Veja que a +i0, usando uma calculadora, é
3.162277; portanto, a férmula gerou uma boa aproxi-
macao e mais facil de executar do que o algoritmo de
calculo de raiz quadrada.

Para calcular qualquer raiz (isso quase ndo é usa-
do no ensino médio), a ndo ser para raizes exatas,
podemos usar uma aproximac¢do também derivada
do cdlculo:

X+ (@-1)y"
n\/; = n—-1

ny

Por exemplo, para a raiz 3«/ 11, fazemos:

3/ - M 1H+Qe)  11+28
34 12
11+716:L7=
12 2%

O valor exato é 2.2239, portanto, uma boa aproxi-
macao novamente.

I SISTEMAS DE UNIDADES DE MEDIDAS

Foram varias as unidades de medidas usadas ao
longo do tempo desde a antiguidade. Ndo hd muito
tempo, o numero de sapatos no Brasil era medido
através do tamanho de feijoes colocados um do lado
do outro em sua maior extensao. Isso ocorria na zona
rural, onde, para comprar sapatos na cidade, uma pes-
soa fazia as compras para os outros, essa foi a origem
do numero/tamanho dos sapatos no Brasil, mas em
outros paises, os valores sdo outros.
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Os pés, antebraco, braco de governantes eram as
medidas usadas nos paises europeus. Devido a essa
diversidade, a Franca convocou seus melhores cientis-
tas para gerar um sistema métrico que pudesse servir
de base para relacdes internas e internacionais.

A Franca, no final do século XVIII, ofereceu ao
mundo o Sistema Métrico Decimal ou Sistema Inter-
nacional de Unidades (SI) com valores objetivos para
as vdrias grandezas de comprimento, massa, tempo,
principalmente, e seus multiplos e submultiplos.

|  COMPRIMENTO

A medida de comprimento padréo do SI é o metro
(m), cujos multiplos sdo quilémetro (km), hectometro
(hm), decametro (dam), e os submultiplos sdo decime-
tro (dm), centimetro (cm) e milimetro (mm). Existem
mais multiplos e submultiplos que ndo sdo tdo impor-
tantes nessa fase de sua formacéo, o que ndo o impede
de pesquisa-los.

As relacOes dos valores dos multiplos e submulti-
plos do metro sdo mostrados na tabela abaixo.

MULTIPLOS | METRO | SUBMULTIPLOS

km hm | dam m dm cm mm
1.000m | 100m | T0m Tm |0,1m|0,0Tm 0,001 m

Dica

Para transformar m em km, pense que o km é
1.000 vezes maior que o m, logo o valor final de
m devera ser um nimero 1.000 vezes menor que
o valor inicial dado, i.e, se o desejo é transformar
10 m em km, a relagao usada sera 10/1.000 =
0,01. Nao faz sentido o m ser maior que o km!

| MASSA

No SI as unidades de medidas de massa sdo
derivadas do grama. Os multiplos seguem a mes-
ma nomenclatura e simbolos, i.e., k_ para mil vezes
maior que o grama, h_para 100 vezes maior, da_para
10 vezes maior, logo, os submultiplos sdo dez vezes
menores para cada medida a direita, i.e., d_ 10 ou 0,1
vezes o valor do grama, ¢_ 100 ou 0,01 vezes o valor
do grama e, m_ 1000 ou 0,001 vezes o valor do grama.
Esse raciocinio serve para todos os casos.

De fato, em termos gerais, as transformagdes
seguem o0 modelo acima de calculo, dos multiplos
para os submultiplos multiplica-se, para cada medida
a direita, o valor 10, e dos submultiplos para os multi-
plos, divide-se cada medida a esquerda pelo valor 10.
Veja que esse algoritmo serve para todos os tipos de
medidas com capacidade de expoente 1, e esta repre-
sentado na figura a seguir.

10x 10x 10x 10x | 10x | 10x

K_ h da X d

+10 [ +10| <10 [+10 | =10 | =+10

| AREA

As medidas de area sdo diretamente derivadas do
metro (m), assim como as de volume que serdo estu-
dadas a seguir. O ponto central é a medida m? e seus
multiplos e submultiplo sdo o km? o hm?, o dam? e os
submultiplos do m? sd@o o dm?, o cm? e 0 mm? As con-
versoes de medidas elevadas ao expoente 2 (ao quadra-
do) sdo feitas via multiplos de 10? (100), veja a figura:

100x | 100x [ 100x | 100x [ T00x | T00x

K h da_ X d c m

+100 |+ 100(+ 100 |+100|+100(|+100

| VOLUME

A medida de capacidade mais usada € o litro (£
ou L, deve ser representado em 1 cursivo ou com L
maiusculo). Apesar de as medidas de capacidade deri-
vadas do £ serem vastamente usadas, as medidas de
capacidade no SI sdo os valores tridimensionais das
medidas de comprimento derivadas do m?, que for-
mam o conjunto das medidas de volume. Nesse caso,
estudaremos as duas medidas e suas transformacdes,
i.e., as medidas derivadas do litro e derivadas do m3.

A partir do £, tem-se os multiplos: quilolitro (k¢),
hectolitro (h?) e o decalitro (da?); e os submultiplos:
decilitro (d®), centilitro (c£) e o mililitro (m#).

Um litro equivale a 0,001 m?, essa é uma relacao
que vocé deve ter em mente para fazer as transfor-
macgdes entre £ e m® e, também, para os multiplos e
submultiplos de ambos.

MULTIPLOS  LITRO|  SUBMULTIPLOS
k¢ h¢ | davs 4 d/ c/ m/
1.000m|100m|10m| Tm 0,1m 0,01m | 0,001 m
km? hm? [dam?®| md dm? cm? mm?

1/ 0,1¢ |0,01¢| 0,001/ | 0,0001/ | 0,00001¢ | 0,000001¢

A tabela de conversdo de expoentes cubicos requer
que a conversdo seja feita usando 10° (1.000). Veja a
tabela a seguir.

103 | 103 | 10% | 103 | 103 | 10%

K h da X d

+10% | +10% +10% | +10%| +10%|+10°

|  TEMPO

Medindo intervalos de tempo, temos como mais
conhecidos hora, minuto e segundo. Veja como se faz
arelacdo nessa unidade:

® Paratransformar de uma unidade maior para uma
unidade menor, multiplica-se por 60: 1 hora = 60
minutos. Ou seja, 4 h =4 - 60 = 240 minutos;

® Para transformar de uma unidade menor para

uma unidade maior, divide-se por 60: 20 minutos =

20_2_1
06 3dahora.
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l RAZAO E PROPORGAO

A razdo entre duas grandezas é igual a divisdo
entre elas. Veja:

2

5

Ou podemos representar por 2 + 5 (1é-se 2 estd para
5).
J& a proporcdo é a igualdade entre razdes. Veja:

2_4
36

Ou podemos representar por 2 + 3 =4 + 6 (1é-se 2
estd para 3 assim como 4 estd para 6).

Os problemas mais comuns que envolvem razdo e
proporcdo é quando se aplica uma variavel qualquer
dentro da proporcionalidade e se deseja saber o valor
dela. Veja o exemplo:

Z—L - = =
3—60u2-3 X+6

Para resolvermos esse tipo de problema devemos
usar a Propriedade Fundamental da razdo e propor-
¢do: produto dos meios pelos extremos.

Meio: 3 e X;

Extremos: 2 e 6.

Logo, devemos fazer a multiplicacdo entre eles
numa igualdade. Observe:

3:X=2.6
3X=12
X=12+3
X=4

Lembre-se de que a maioria dos problemas envol-
vendo esse tema sdo resolvidos utilizando essa pro-
priedade fundamental. Porém, algumas questdes
acabam sendo um pouco mais complexas e pode ser

util conhecer algumas propriedades para facilitar.
Vamos a elas!

Propriedade das Proporgoes

® Somas Externas

Vamos entender um pouco melhor resolvendo
uma questdo-exemplo:

Suponha que uma fabrica vai distribuir um pré-
mio de R$ 10.000 para seus dois empregados (Carlos
e Diego). Esse prémio vai ser dividido de forma pro-
porcional ao tempo de servico deles na fabrica. Carlos
estd hd 3 anos na fabrica e Diego estd ha 2 anos. Quan-
to cada um vai receber?

Resolucdo:

Primeiro, devemos montar a proporcdo. Sejam C
a quantia que Carlos vai receber e D a quantia que
Diego vai receber, temos:

Utilizando a propriedade das somas externas:

C_D _CtD

3 2 3+2
Perceba que C + D = 10.000 (as partes somadas),

entdo podemos substituir na proporgao:

C_D_C+D

_ 10.000

372 3+2 5

=2.000

Aqui cabe uma observacdo importante!

Esse valor 2.000, que chamamos de “Constante de
Proporcionalidade”, é que nos mostra o valor real das
partes dentro da proporcao. Veja:

C _
5 = 2.000

C=2.000-3
C =6.000 (esse é o valor de Carlos)

2 =
5 2.000

D =2.000"-2
D =4.000 (esse é o valor de Diego)

Assim, Carlos vai receber R$6.000 e Diego vai rece-
ber R$ 4.000.

® Somas Internas

E possivel, ainda, trocar o numerador pelo deno-
minador ao efetuar essa soma interna, desde que
0 mesmo procedimento seja feito do outro lado da
proporcao.

Vejamos um exemplo:

I

14-x

x*t14-x 2+5

X T2
14 _7
X 2

7-x=2-14

_14-2 _

X= 7 4

Portanto, encontramos que X = 4.
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